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Cet article rappelle d'abord (§1.1) un isomorphisme &abli par Langlands qui 
permet de param&rer les reprO.sentations automorphes des tores et qui s'est av6r~ 
fondamental dans l'6tude de I'endoscopie. En particulier, Kottwitz et Shelstad ont 
dr1, pour mener h bien leurs travaux, en 6tablir une g6n6ralisation ~ un complexe 
de tores de longueur 2 (§1.2). Ici, on propose une nouvelle d6monstration deces 
r6sultats qui utilise les m&hodes de Labesse pour d6montrer l'isomorphisme d  
Langlands, et qui permet de les g6n6raliser h tout complexe born6 de tores. Les 
d6monstrations reposent essentiellement sur des consid6rations cohomologiques 
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1. INTRODUCTION 
1.1. Un isomorphisme de Langlands 
Soit F un corps local ou global, ff sa cl6ture s6parable et K une 
extension galoisienne finie de F. On appe l leFK /F  = Ga I (K /F )  le groupe 
de Galois de cette extension et F F = Ga l (F /F )  le groupe de Galois de 
l 'extension f f /F .  Soit C K = K × si K est local, C K = ~;</K × si K est 
global. La th6orie du corps de classes montre que HZ(FK/F, CK) est 
cyclique d'ordre le cardinal de FK/F, et en fournit un g6n6rateur cano- 
nique u, qui d6finit une extension WE/F de C K par FK/F. La suite 
1 ~C k~ WK/F~FK/F~ 1 
est exacte. La loi de groupe est donn6e par: 
(c1;,~) (c2; ~) = (Cl~(C2)U(~, ); ~) .  
On choisit le cocycle u normalis6, de sorte que u(1, o-) = u(o-, 1) = 1 ~ C K. 
On peut alors identifier C K et le sous-groupe des (c; 1) avec c ~ CK, ce 
qui permet de poser (1; ~)  = w,~ et plus g6n6ralement (c; ~r) = cw~. Le 
groupe WE/F est le groupe de Weil de l 'extension K~ F, au sens de [7]. 
On note W Fle  groupe de Weil de l 'extension i f / F .  
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Soit A un FK/F-mOdule. On d~finit le complexe C°(I~K/F, A)  des 
cocha~nes: CP(FK/F, A) est l 'ensemble des applications de F~(/F ~ valeurs 
dans A, et la fl6che 
a: c:(r~/~, A) -, c:+'(r~/~, A) 
est la d6rivation habituelle, d6finie par exemple au chapitre VII de [6]: 
Of(wl,...,Wp+l) = w I " f(wz,...,Wp+l) 
P 
+ Y'. (--a)kf(w,,...,WkW~+, .... ,Wp+,) 
k=l  
+(-1) " f (w l  . . . . .  w,,). 
On note ZP(FK/F, A) (respectivement BP(FK/F, A), HP(FK/F, A)) les 
groupes de p-cocycles (p-cobord, p-cohomologie) de ce complexe. 
Si A est un WK/F-mOdule topologique, on peut aussi d6finir, comme 
dans [3 et 4], le complexe C~'(WK/F,A) des cocha]nes continues: 
C~(WK/F, A) est l 'ensemble des applications continues de Wfl~/F ~ valeurs 
dans A, et la d6rivation 0: CP(WK/F , A) --, CcP+I(WK/F, A) est donn6e 
par la m~me formule que c]-dessus. On note Z ff (respeetivement B if, H if) 
les groupes de p-cocycles (p-cobord, p-cohomologie) de ce complexe. Les 
groupes Hff(WK /F, A), sont appel6s groupes de cohomologie continus de 
WK / F h valeurs dans A.
Soit T un tore alg6brique, d6fini sur F et d6ploy6 par K. II est 
caract6ris6 par le ~_[FK/F]-module de type fini, libre sur Y, des sous-groupes 
un param~tre: X,(T).  Pour tout F-anneau E, on a: 
T(E) =H°(FK/F,(K®F E)× ®X,(T)). 
Lorsque F est local on a: 
T( F) = Cp ® X , (  T) 
of J Faction d'un Element ~ de FF/r sur T(ff) se traduit sur un 61~ment 
c ® A de Cp x X, (T)  par: 
o-. (c ® ,~) =o-.c ®o-.,~ 
et lorsque F est global on a: 
T(~;~)/ T( F) = Cp ~ X , (T ) .  
On note ]0 = Hom(X, (T ) ;  C ×) la composante neutre du L-groupe de T. 
C'est le tore complexe dont le groupe des caract~res est X,(T).  On 
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dispose alors de l'isomorphisme de Langlands [3, 6.1]: 
THffORfZME 1.1.1 
Homc( H°(FK/F, CK ® X,(T)  );C ×) ~ H:(WK/F ,2) 
Remarque. En red6montrant ce th4or~me dfi ~ Langlands, Labesse est 
amen6 h red6montrer un r6sultat [3, 5.5(b)] qui se trouve initialement dans 
[5]: 
PROPOSITION 1.1.2. L'inflation de HZ(FK/F, 2) dans I-t2(WK/F, 2) est 
t'ltllle. 
1.2. Les isomorphismes de Kottwitz et Shelstad 
Dans [2], Kottwitz et Shelstad ont eu besoin de g4n6raliser l'isomor- 
phisme de Langlands ?~ un complexe de tores de longueur 2, T ~f U. Pour 
cela, ils d6finissent un nouveau complexe de p-cochaines de WK/F 
valeurs dans 2: 
. . .  
o?a la d6rivation est donn6e par les m~mes formules que pr6c6demment, et 
o?a Cls(WK/F,2) est l'ensemble des applications continues ~, de WK/F h 
valeurs dans T dont le cobord: 
a~(w, ,w2)  = w,  ' ~(w2)  - ~(w, )  
provient par infation d'un 616ment de Z2(FK/F, 2). Le pe groupe de 
cohomologie de ce complexe est HP(FK/F,T) s ip  = 0 ou si p > 2, 
H~t(WK/F, 2) s ip  = 1, et {0} si p = 2 grace ?a la proposition 1.1.2. 
Ils consid~rent alors le complexe / )~ 2, en degr6s 0 et 1, et ils 
calculent l'hypercohomologie du double complexe: 
. . .  
T T T 
qu'ils notent Hi(WK/F, 0 ~ T). Les fl~ches verticales ont induites par f 
En rempla~ant K par F, irK/F par F F et WK/F par W F dans ce double 
complexe, ils d6finissent Hi(WF, l) ~ 2). 
Ensuite, en posant X=X, (T )  et Y=X,(U),  ils consid~rent le 
complexe X -~ Yen  degr4s 0 et 1, et ils d6finissent Hi(FK/F, C K ® X 
C K ® Y), h partir du double complexe o?a les fl~ches verticales sont 
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induites par f . :  
cO(FK/F,CK ® y) ~ C'(FK/F,C K ® y) -o ... 
T T 
c° ( rK /F ,  CK®X)  -o c'(rK/ ,CK®X) . . .  
Comme pr&~demment, ils remplacent K par .~ pour dEfinir Hi(FF, T(F) 
-o U(F)) dans le cas off F est local et Hi(FF, T(~F) / T(F) -o U(~F) /
U(ff)) dans le cas oh F est global. 
Ils dEmontrent alors deux r&ultats, en distingant le cas local, trait~ dans 
i'appendice A de [2], du cas global, trait6 dans l'appendice C de [2]. 
D'abord, dans le lemme A.3.A de [2], ils &ablissent, lorsque F est local, 
un isomorphisme: 
H2(WF, I.) ~ T)= HOmc(H°(FF, T(F) ~ U( .~) ) ;C  ×) 
et dans le lemme C.2.B, lorsque F est global, l'isomorphisme correspon- 
dant: 
n2(WF, l) --, f') = Homc(H°(FF, T(AT~I/T(f)  --, U(I~F)/ U(f)  );C ×) 
Que F soit local ou global, on v6rifie facilement que la d~monstration 
reste valable lorsqu'on remplace F par K et on a le  
TH~On~-ME 1.2.1 
n2(WK/F,8 "--'> T) ~- Homc(H°(FK/F,CK ® X-~ C K ® Y) ;C×) .  
Ensuite Kottwitz et Shelstad 6tablissent, dans le lemme A.3.B de [2], 
pour le cas local, une surjection: 
H'(WF,/.) --, 7 ~) --, Homc(H' (F r ,  T (F )  - ,  U (F ) ) ;C  ×) - ,  0 
dont le noyau est l'image de la composante connexe de l'unit6 de 
H°(FF, T), par le morphisme naturel [2, A.I.1] 
Dans le lemme C.2.C, o~ F est global, cette surjection devient: 
HI(WF, 8 ---> T )~ Homc(nI( FF, T( I~F ) / T( F) 
- ,  ); c ×) --, 0 
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avec le m~me noyau. Comme pr6c6demment, il est facile de v6rifier qu'on 
peut remplacer .~ par K dans la d6monstration de Kottwitz et Shelstad, 
que F soit local ou global. Comme fes t  un FK/F-mOdule, on dispose de 
la norme N: 7 ~ ~ 7 ~ 
N(t) = • g. t. 
gEFK/F 
La composante connexe de l'unit6 de H°(FK/F, T) est N7 ~. Le morphisme 
permet de d6finir un groupe d'hypercohomologie modifi6 en degr6 1: 
~'~I(WK/F,O ""~ T)= HI(WK/F ,0 "-') f)/JK/F(NT). 
On peut alors reformuler les r6sultats A.3.B et C.2.C de [2] pour une 
extension finie: 
TH~OR~ME 1.2.2 
a'(WK/F,r-)--~ f )  = Hom~(H'(FK/F,CK® X--' CK® Y) ;C×) .  
1.3. Le but de cet article 
Lorsqu'on essaye de g6n6raliser les isomorphismes 1.2.1 et 1.2.2 ~ un 
complexe plus long, on se rend compte que le complexe introduit par 
Kottwitz et Shelstad s'y prate mal. Le but de cet article est de donner une 
nouvelle d6monstration de ces isomorphismes, que nous croyons plus 
naturelle et qui en permette une g6n6ralisation ?~ un complexe de longueur 
finie arbitraire, en reprenant les m6thodes de [3]. 
Consid~rons un complexe de tores d~finis sur F, d6ploy~s par K et nuls 
pour In l > M: 
. . .  __, T . f Tn+l ~ . . .  
Ce complexe donne naissance ?a trois autres complexes: 
x ' .  x "  = x , ( r " )  . . .  -~ x"  ~ x°+~ -~ . . .  
L :L  = o) . . .  L L ' 
- -  LS.+I - " 
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Si l est le plus grand entier tel que T t 4~ 0 et p le plus petit v~rifiant la 
m~me propri6t~, ces quatre complexes ont de longueur l - p + 1. 
II faut faire attention aux probl~mes de degr6s: darts [2] Kottwitz et 
Shelstad consid~rent un complexe de longueur deux, T ~ U, concentr6 en 
degr6s 0 et 1. Ils imposent h /.J --, i? d'etre aussi en degr6s 0 et 1. Mais si 
/) ~ ~# est en degr6s 0 et 1, il est naturel que le complexe T ~ U soit en 
degr~s -1  et 0. Pour finoncer les r6sultats de Kottwitz et Shelstad, nous 
avons conserv6 leur convention. Ailleurs, nous pr~ciserons les degr6s. 
Nous allons construire un nouveau groupe d'hypercohomologie, que 
nous noterons HiL(WK/F, To), v6rifiant, si T ° est concentr~ en degr~ n: 
FK/F, si i + n < 1 
Hit(W,T, , )  = WK/F,T,, ) si i+  n = 1 
t {o} si i+n> 1 
et si /) --* Tes t  concentr6 en degr6s 0 et 1" 
HIL(WK/F,~J ---~ T) = ~-~I(WK/F,L] -) T) 
Nous d~montrerons alors qu'i| existe deux isomorphismes naturels. 
PROPOSITION 1.3.1. 
(a) qi  ~ 7/ HiL(WK/F, 7".) = H I_i(FK/F, Homc(CK; To)) 
(b) Vi e 7/ ~i(FK/F, Homc(C K ® X° ;  C×)) 
---- HOmc(Hi(FK/F, C K ® X°) ;  C ×) 
Alors, sachant que 
Homc(CK; 1~°) -- Homc(CK;HOm (X  °;CX))  = Hom~(C K ® X ° ;C X) 
on obtiendra le: 
TH~ORf~ME 1.3.2 
vi z HOmc(H'-'(rKj ,c  ® 
qui reddmontre t gdndralise les thdorOmes 1.2.1 et 1.2.2. Pour le moment,  il 
ne semble malheureusement pas y avoir de version de ce thdorOme pour W F. 
Dans toute la suite, comme l'extension K est fixde, nous remplacerons 
FK / F par F, WK / F par W et j K / F par j, afin de simplifier les notations. 
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2. DEUX DOUBLES COMPLEXES HOMOLOGIQUES 
Off l'on d6montre la proposition 1.3.1(a). 
2.1. Le double complexe K. .  
Nous avons besoin de d6finir les groupes de cha]nes Cm(F, f'n)" Au 
chapitre VII de [6], Cm(F, Tn) est d6fini comme rensemble des applica- 
tions de F m dans T,, avec une certaine d6rivation. Ici, on pr6f&e 
identifier C,,(F, f~,) h F '~ ® "f,, grace h l'isomorphisme: 
' cm(r ,L )  -~ r m ® L 
f ~'~ E (g l , ' ' ' ' gm)  ®f(g l  . . . . .  gin) 
(gl ..... gm )~Fm 
dont la r6ciproque associe h (gl . . . . .  gin) ® t ~ F m ® f~n l'application 
nulle sur tous les m-uplets de F m sauf (g~ . . . . .  gin) off elle vaut t. La 
d6rivation de C,, dans Cm_ i devient: 
O((gl . . . . .  gin) ® t )= (g2 . . . . .  gin) ® g; '  " t 
m--l  
+ ~ ( -1 ) i (g ,  . . . . .  gigi+l . . . . .  gm) ®t 
i=1 
+ ( -1 ) re (g ,  . . . . .  gin-,)  ®t-  
Consid6rons le double complexe K . .  dont les termes sont d6finis pour 
m >_0. Si In[ >M Km,,,=O. Si au contraire In[ _<M, alors K , , .n= 
Cm_2(F, f',,) pour m > 1, KI, n = C°(F, f',,) et K0, ~ = Z~(W, T~). 
! i i i 
c,(r,L) - -  a co(r, $o) - -  N co(r,~,, ) - -  ~ z~(w, $~) 
I I 1 i 
c,(r,~_,) L Co(r,L_,) £ c°(r ,L_ , )  ± z'~(w,L_,) 
! ! 1 1 
On d6finit alors: 
ni~(w,t.) = ~_,+,( r . . )  
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V6rifions que si T ° est concentr6 en degr6 n, HI(W, 2,) redonne bien 
les groupes annonc6s en 1.3. En effet, H~(W, 2,) est le (1 - i )  e groupe 
d'homologie du complexe: 
• .. - ,  Co(r ,¢n)  c° ( r , L )  z (w,L) 
oi:  Z~(W, T,) est en degr6 n, C°(F, L) en degr6 n + 1 et Cr(F, L) en 
degr6 n + r + 2, pour r > 0. D'oh l'on d6duit: 
Si 1 - i < n, H~(W, 2,) = {0} 
Si 1 - i = n, H~(W, L )  = HI(W, L) 
Si 1 - i > n, HI(W, L )  = tti+'( F, L). 
V6rifions que, si le complexe/)  --* 2 est en degr6s 0 et 1, H2L(W,/) ~ 2) 
et H i (w , / )  ~ 2) redonnent les groupes de Kottwitz et Shelstad. Les 
suites spectrales fournissent les suites exactes en bas degr6s: 
H~'(W,O) ~ H~'(W, 2) -, W(W,O--+ T) -+ 0 
pour l'hypercohomologie d  Kottwitz et Shelstad [2, A.1.1], et 
H~'(W,O) -, H~'(W, 2) --, Hi(W,O-, T) -, 0 
pour I'hypercohomologie d K** [1, XV.6, 3 e cas]. On en d6duit: 
H~(W, 0 ~ 2)  = C o k e r  [HI(W, ~]) --* Hcl(W, 2) ]  = H2(W, L~ -* 2)  
Enfin, pour montrer 
H,'(w, 0 - ,  2) = 0 - ,  2) 
il faut revenier h la d6finition des groupes d'hypercohomologie. 
Hi(W, U -* T)  = Ker f l / Im a 
avec 
et 
avec 
c ° ( / ,  t)) -% c°(r, ~) • Cks(W, t)) ~ Cks(W, ~) • c2(r, 6) 
(f(u);O,) 
(t;qQ ~ (fo~p -at;&p) 
H~,(W, L) ---, T)  = Ker f f / Im a' 
{ Co(r,f) • c°(r,O) ~ cO(r,:) ez:(w,f:) #-~ zl(w,f) ( t ; u )  ~ (f(u) - N(t);Ou) 
(t;qQ ,-* (fo~ -Ot). 
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Soit ‘p, une application continue de W dans fib La definition de 
CjJW, 17) montre que 50 E CLJW, V> et &JJ = 0 si et seulement si 
p E Z,‘(W, U>. On en deduit que Ker /? = Kerp’. Comme, d’autre part, 
Im (Y C Im (Y’, on a une surjection: 
Ker p/ Im cx -+ Ker p’/ Im (Y’ -+ 0. 
Un element (t; cp> de Ker /3 est dans Im (Y’ si et seulement si il s’ecrit 
(t;q) = (f(u>$u) - (Nt,;O) = (f(u>;au) -i(Nt,) 
avec t, E 7? et u E c; Test a dire si et seulement si (t; 9) E j(iVf) 
mod Im (Y. Le noyau de la surjection est done j(iVf), ce qui donne 
I’tgahd cherchee: 
WL( w, ri + f) = rtq w, ri + ii). 
2.2. Le double complexe R,, 
On note R,, le double complexe dont les termes sont definis pour 
m 2 0 par R,,-, = C,,,(T,BJAsi InI I A4 et R,,,, = 0 si JnJ > M. On 
rappelle que B, = Hom,(C,; 7”): 
2.3. Construction d’un morphisme de doubles complaes 
On definit un morphisme U.,: R,. + K.. de la faGon suivante: 
Si m > 1 U,., est l’homomorphisme: 
i 
R m.” = c,cr, B,) --* Kn,,, = C,-*(~1 fn) 
(g I,..‘, g,)0cp --(g,,...,g,-r)8cp((g,...g,,,-2)'U(g,-,,g,)) 
oti g,,..., g, E r et cp E B, = Hom.(C,; f,J et oti (gi . . . g,,,-2) . 
u(g, _ , , g,) designe I’action de 1’ClCment (g, g, . . . g, - 2) de r sur l’ele- 
ment u(gm-,, g,) de C,. 
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Si rn = 1 U l , .  est l 'homomorphisme: 
{ RI , .=C, (F ,B . )~KI . .=C°(F ,  7".) gl ® q) '-* --g~FE (gq~;u(g, gl)) 
Off, si q~ ~ Home(C/<; T.) et c ~ CK, on note 
(,p; = ,p (c ) .  
Ce qui permet d'6crire l'action d'un 616merit g de F sur ~o: 
(gqo;c) =g(q) (g - l . c ) )=g.  ( (p ;g-1 "c ) .  
S im = 0 Uo, . est la corestriction: 
{ R°'"=C°(F'B")--'K°'"=Z~(W''~)'~ cor ~o 
Avec 
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car u est un 2 cocycle. 
corq~(CWgo) = • (g0gq~;cu(go,  g) ) -  
g~F 
II faut v6rifier que la corestriction est effectivement ~ valeurs dans 
Z~(W, T~). Soit q~ ~ B.. 
(0 cor ~o )( CoWg,,, clwg,) 
= go " cor ~o(clwg,) - cor ~O(Cogo(cl)u(go, gl)Wgog~) + cor 9(CoWgo) 
= ~ go(glg~o; clu(gi, g)) - (goglg(v; Cogo(cl)u(go, gl)u(gogl, g)) 
g~F 
+(gog(P ;  CoU( go, g )). 
En effectuant le changement de variable g = g~g' dans le dernier 
morceau, on 61imine les termes o?a interviennent c oet  g0(cl) et on obtient: 
(0 cor  o)(CoW, o, dw ,) 
= E(goglgq~;go'U(gm,g)) --(goglg~°;u(go, gm)) 
g~F 
- (  goglg(p; U( gogl, g )) + ( gog,g~o; u( go, glg )) 
= E (goglg~°;Ou(go,gl,g)) =0 
g~F 
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Remarque. La d6monstration des lemmes qui suivent est malheureuse- 
ment tr~s calculatoire. Ces calculs prolongent ceux de Labesse dans [3] et 
de Langlands dans [4], et semblent pour le moment in6vitables. 
2.4. Lemme 2.4 
U°. est compatible avec f ,  c'est ~ dire que les diagrammes: 
Vm,n 
Rm, . , Kin, . 
Vm,n-I 
Rm,n_  1 ~ Krn,n_ 1 
commutent pour m >_ 0 et L + 1 < n < M. De m~me, U.° est compatible 
avec les dgrivations, c'est ~ dire que le diagramme 
c , ( r ,L )  ~" Co(r,L) --,~ c°(r,¢.) --,~ C),s(W,f,,) 
Tu~,° fu~.. fu,.° fuo.° (3) (2) (1) 
o a o 
C3(£, B.) ~ C2(F, B.) ---, C~(F, B.) ---. Co(F, B.) 
commute. 
Ddmonstration. Le fait que Uo° soit compatible avec f est gvident. 
Pour montrer que Uo. est compatible avec les dgrivations il faut effectuer 
des calculs qui ne rgservent aucune mauvaise surprise. Montrons, par 
exemple, pourquoi le carrg (2) est commutatif: 
UL. °a(~P @ (g , ,g2) )  
= u , , , (g -~ ' ,p  ® g= - ~o ~ g ,g= + ~ ® g , )  
= ~, -(gg'l l~o;u(g, g2) ) +(g~p;u(g, glg2)) --(g~o;u(g,gl)).  
geF 
En effectuant le changement de variable g '= gg-[1 clans le premier 
morceau et en 6crivant que u est un cocycle, on obtient: 
Ul.n°O(~ 0 ~ (g l ,g2) )  = -- E (g~o;gu(gl,g2)) 
geF  
= -N(~o; u(gi ,  g2)) = O o U2, n(~o @ (gl ,  gx))" 
On montre de la m8me fa£on que tousles carr6s sont commutatifs. 
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2.5. Lemme 2.5 
UI. n induit le cup-produit H-z (F ,  Bn) --%/]°(F, T~). 
Dgmonstration. D'apr~s le lemme 2.4, ul. n induit effectivement une 
application de H-z (F ,  B,,) dans /4°(F, T~). 
Soit A un F module. On peut d6finir la corestriction cor A de 
Co(/"; Home(C/<, A)) dans ZI(F, A) par la formule: 
COrA ~P(g0) = • (gog~°; U(gO, g))" 
gEF 
Par exemple, si A = 7~. on a cor¢(g) = cor(Wg). Un calcul effectu6 par 
Labesse dans [3] montre que la corestriction induit le cup-produit de 
H-~(/"; Homc(CK, A)) dans HI(~", A). Ainsi, pour montrer que l'applica- 
tion induite par u~,. est aussi le cup-produit, il suffit de montrer qu'elle 
fait commuter le diagramme: 
d o 
I) ° ( r ,  ¢. ) -~ FI ' ( r ,  I r ® 5.) 
~UI.,, T cor/,.®;¢. 
d-2 
fiI-2(r,B.) ~, I)- '(r,  Ir® B.). 
Pour calculer d -z, on applique le lemme du serpent h: 
z, ( r ,  B.) 
CI( F, I r ® B.) --* C,( F, A ® B.) --, c , ( r ,  B.) 
ol o~ 
Co(F, I r ® B.) o --~ Co(F, A ® Bn) o 
{ 
fil-~( r, Ir ® B.) 
0 
Si q~ ~ B. on dispose de la norme de ~p: 
U¢= Y'. g • ~0. 
g¢F 
Co(F, B.)o 
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Ici, Co(F, B,) o d6signe ies 616ments de B~ dont la norme est nulle. On 
touve alors que a~ -2 est induit par 
Z,( F, B.) ~ Co(F, I r ® B.) o 
g~rg®bg~ )-~.g-'g ®g- 'bg-  l®bg= ~_,g (g - ' -  11 ®g-'bg. 
En appliquant le lemme du serpent ~: 
z'(r, Ir®L) 
1 
n'(r, Ir®L) 
0 
on trouve que d ° est induite par 
--~ A®T~ 
- ,  z~(r,A ® L) 
0 
H°(r,L) 
--, L 
al 
--, z ' (r ,L)  
. o ( r . L )  -~ z'(r...r® L) 
[g~ (g -  1) ®t  = (g -  1) • (1 ®t) ] .  
En outre d°(Nt )=-O(Eg~r(g -  1)®gt)  est bien un cobord de 
B~(F, Ir ® T,,). 
Soit b = ~,geEg ® bg ~ Zl(F, B n) et F = cOrtr®~- o d-2(b).  Comme 
F ~ ZI(F, I r ® Tn) on a, pour get  go ~ F: 
F(gog) = go . F(g) + F(go) 
et puisque 7~n est divisible, en sommant sur tous ies g ~ F, on obtient: 
1 
F(go) = i -~(1 -go)"  E F(g) 
I l l  g~F  
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qu 'on  6cr ira sous la fo rme 
F(go) = (1 -go) " Y'~ g ®tg. 
g~F 
Posant  t = ~g~rtg on remarquera  que  t = -uL.(b) -Nt  o. Donc  t 
H°( F, T~) et 
dot -~- --d"Ooul,,.l(b) "[-c~( E (g -  1)@gto) .  
gEF 
Alors  
Or  
et 
F(go) = (1 - go) "  
= (1 - go) "  
~g®tg 
g~F 
Y'~ (g - 1 ) ® tg + (1 - -  go) " (1 ® t ) .  
g~F 
(1 - go)  " (1 ® t)  = -d°t(go) 
=(d°°ul . . (b) ;go}-(O(g~r(g-1)®gto);go ) 
(a -go) .  E (g -a )®t~ 
g~F 
est un cobord.  F ina lement  
F-  d°ou,,.(b) modBl(F, tr ® f'.). 
C'est  ce qu 'on  voula i t  d6montrer .  
Ca lcu lons  donc  tg: 
F(g) = Y'~ gg2(g~ 1- 1)  ®(gg2gl'bgl;U(g,g2)) 
gl,g2EF 
D'oh  
1 
F(go) = ~ (1 - go)  " 
I l l  
1 
- Irl (a -g0) .  
Y'. ggz(gl l -  1) ®(gg2g~'bg,;U(g, g2)) 
g,gz,g2 EF 
E gg2g; 1 ®(gg2g;lbg,;U(g, 2)) 
g, gl, g2 ~F 
- gg~ ® (gg~O~,; u(g,  g2)) 
368 LOUISE NYSSEN 
-1 car  b est  un  cocycle,  donc ~g~Fgl  bg, = ~g~Fbg.  Ef fec tuons  les 
changements  de  var iab les  
g' = gg2gl I 
g'2 = gzg? 1 
dans  le p remier  te rme et g '  = gg2 dans  ie second:  
1 
F(go) = ~ (1 - go)  " 
I11  
E g~(gbg l ;U(ggE l ,gEg l ) )  
g,gl,g2 EF 
Comme u est  un  cocycle,  u(gg~ I, g2gl) - u(gg21, g2)  = u(g, gl) - 
gg21u(g2, gl) et 
A ins i  
1 
F(go) = ~ (1 - go)  " 
I11  
E g®(gbg, ;U(g ,  gl))  
g,gt,g2~F 
- g ® ( gbg,; gg~lu( g2, gl))) 
1 
Y'. (gbgl;u(g, gl)) - (gbg, ;gg21u(gz ,g l ) ) )  tg ~ 
I 11  gl,g2Ef" 
et 
t = m 
1 
I_rl g, g,, g~r  
= -u l , . (b  ) - Nt o 
avec 
1 
~, (bg,;g21u(gz, gl)) • to = IFI g,,g2E F 
On a donc  d6montr6  ce qu 'on  vou la i t  sur  t, et  on  en  d6du i t  que  /-/1, n 
i ndu i t  le cup  produ i t .  
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2.6. Lemme 2.6 
S im > 1, U,,,, 6galement, induit le cup-produit I~-'"- I( F, B~) -3 
/~-m + l ( r  ' L)" 
Ddmonstration. D'apr~s le lemme 2.4, et parce que N oO = uL,  o 0, 
u v,, , induit effectivement une application de t?I-m-~(F,B,,) dans 
H~m+~(I ", T,,,) pour tout m > 1. Pour montrer que cette application est le 
cup-produit, il suffit de montrer que les diagrammes 
n-,,,+l(r,L) 
yu. ... 
FI-~-'( r, B.) 
d-~+2 
) 
) 
I4-m+2(F, I r® T,,) 
T U,. - I . ~ 
I?I-"( F, I r ® B,) 
commutent pour rn > 1. On obtient alors le r6sultat voulu par r6currence. 
Soit A un F module. On a besoin de connaRre les applications qui 
d-m - I 
induisent les isomorphismes I 4 - " -  l( F, T,) ~ , Iq-m( F, I r ® T,,) pour 
m > 0. Comme dans la d6monstration pr6c6dente, on les calcule en 
appliquant le lemme du serpent aux diagrammes ad6quats. On trouve 
ainsi que d-~ est induit par 
Co(F,  A)o - -*H°(F,  I r®A)  
E (g -  a) ®ga 
gEF  
l 'application qui induit d -2 est donn6e dans la d6monstration du lemme 
2.5, et pour m > 1, d -m-  Iest  induit par 
( Z~.( F. A ) --* Z,,,- 2( F, I r ® A ) 
E (gl . . . . .  gm)®a(g ...... g,.)'~ E (g2 . . . . .  g,,,) ® (g / I  
g l  . . . . .  gm ~1"  g l  . . . . .  gm E l "  
- 1 )®g~- I  "a (e~ . . . . .  x',,,) 
Commen~ons par montrer que le digramme commute pour m = 2. 
d- i  
- ,  
Tu2° T~,. 
d-3 
/73(r, B.) - ,  /~-2(r, I r .  B.) 
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Soit b = ~_.,g,.g2eF(gl, g2 ) ® bg,,g 2 ~ Z2(F  , B,,). On calcule, d'une part: 
gl, g2 ~G 
d- '  oU2..(b) = - 
D'autre part: 
Ul. . o dz(b ) 
Avec 
tg = 
E (g-  1) ®(gbg,,g2;gu(g,,gz) ) 
g,g l ,gzEG 
y" g (g ; l _  1)®(gg;lbgt,g2;U(g, g2) ) 
g,g l ,g2~G 
Y'~ g(1 -g ; ' )  ®(gg;'bgl,g2;U(g,g2) ) 
g,g l ,g2 
.E  (g -  1) ®(gg;'bg,.gz;U(g, g2) ) 
g,g l ,g2 
- (gg ; '  - 1) ®(ggl'bg,.g2;u(g, gz)) 
E(g-  1) ®tg 
g 
Y', ( gg~'bg,,g2; u( g, g2)) - ( gbg,,g2; u( ggl, g2)) 
gl, g2 
En 6crivant que Ee,.g2Er(gl, g2) ® bgl, g zest un cycle, on obtient: 
gl Ibgl, ez = bgl, g? 'g2 -- bg2, gl" 
Et 
ts= ~.. (gbg,,g:'s2;U(g, g2) ) -(gbg>s,;u(g, g2) ) 
g~, g2 
-(gbg,,gz;u(ggl,g2) ) 
= E (gbg,,gz;U(g, glg2) ) -(gbg,,g2;u(g,gl) ) 
gl, g2 
- (  gbgt,g2; u( ggl, g2))" 
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En 6crivant que u est un cocycle, on obtient: 
t g= E -(gbgl,g2;gu(gl,  g2)) 
gl ,g2 
Ainsi 
Ul,n°d2( E (gl,g2) ® bg~,g2) 
gl,g2EF 
= - E (g -  1) ®(gbg,.g,;gu(g,,g2) ) 
g,gj,g2EG 
g l ,g2~F 
et le diagramme commute. 
Pour m > 2, le calcul est beaucoup plus simple. Soit 
Y"g~ ..... gm ~ r(g l . . . . .  gin) ® b(g l ..... gin) dans Zm( F , Bn). Alors 
U,._ l , .oc[-m-l(b) 
= -- E (g2 . . . . .  gin-Z) ® (g ; '  - 1)  
gl .... ,gin EF 
®(g/ l 'b (g ,  ..... g , . ) ; (gz ' "gm-z) 'U(gm- l ,gm))  
= - Y'~ (g2 . . . .  , gin-E) ® (g~- '  - 1 )  
gl,'", g,n EF 
® gl'(b(g, ..... gin); (g'g2"'" gin--2) " U(gm--l, gm))  
=d-m+loum,n(b) 
et le diagramme commute. 
b = 
2.7. Suites spectrales 
On filtre K°° et R°° par la deuxi~me filtration, F l lq (K)  = 
[~.~q.m~oK.,,.  qui est r6guli~re puisque Fnq(K) = 0 d~s que q > 1. I Ien 
va de m~me pour Fu(R). A chacune de ces filtrations est associ6e la 
deuxi~me suite spectrale [1, XV-6], dont le terme E¢,q est: 
• Pour Ko°: 
si >0 
EP1'q(K) = H~(W, Tq) s ip=O.  
372 LOUISE NYSSEN 
• Pour R.°: 
= 
'Hp(F, Bq) = R-p-'(r, B~) sip > 0 
Ho(F, nq) sip = O. 
PROPOSITION. Uoo induit un isomorphisme E~,q(R) "* Elp.q(g). 
D3monstration. La proposition 5.3 de [3], montre que le cup produit 
6tablit un isomorphisme H-P-I(F, B n) -7-, I4-v+I(F, Tn), ce qui &ablit la 
proposition pour p > 0. Le corollaire 5.7 de [3] montre que la corestric- 
tion 6tablit un isomorphisme Ho(F, B,) --% HIe(w, T,), ce qui d6montre la 
proposition pour p = 0. 
On vient de d6montrer que U: R ~ K est un homomorphisme de 
F-modules, compatible avec les diff6rentieiles 0 et f ,  compatible avec les 
filtrations r6guli~res Fu(R) et Fn(K), et qui induit un isomorphisme 
Elp, q(R) --Z) EIp, q(K). AJors, d'apr~s le th6or~me XV-3.2 de [1] U°° induit 
un isomorphisme H(R) --% H(K). 
Comme HI(W, 7~°) = H_i+I(K.°), et Hk(F, B°) = H~(R°°), ceci &ablit 
la 
PROPOSITION 1.3.1. (a) 
Vi  ~ 77 H,_i(F, Homc(CK;~o)) ~ H~.(W, 7~o). 
3. UN ISOMORPHISME DE DUALITI~ 
II s'agit ?~ present de d6montrer la proposition 1.3.1(b): 
Vi~Z Hi(F, Homc(CK®X';CX))=Homc(IW(F, CK®X°);C×). 
Suit L .  la r6solution standard de Z telle qu'elle est d6finie dans [6, 
VII-3]. L m est le Z-module libre engendr6 par les m + 1-uplets 
(go, g~ . . . . .  g,,) de F m+~ avec la d6rivation 
I L m --o L m _ 1 
i =m 
i 
(go,g l  . . . . .  gin) ~ E ( -1 /  (go . . . . .  gi- l ,gi+l," ' ,gm)" 
i=0 
HYPERCOHOMOLOGIE DES COMPLEXES DE TORES 373 
Par d6finition, Hi(F, Homc(C K ® X°;  C×)) est l 'hyperhomologie du dou- 
ble complexe: 
Sin. n = Hom c(C K ® X";  C × ) ®ALm. 
D'autre part, Hi(F, CK ® X °) est le i e groupe de cohomologie du 
complexe: 
C r= ~ HomA(Lm;C K®X") .  
rn+n=r  
Pr6cisons la topologie sur C r. Pour tout m > 0, pour tout n, -M  _< n < M, 
F 6tant fini, on dispose d'un A-isomorphisme L,, =a Alrr,, et donc 
HomA( Lm; C K ® X" )  = ( C K ® Xn)  Irl'. 
Comme X"  est un groupe de type fini, C K ® X"  est lui-mSme isomorphe 
?~ CK u pour un certain N ~ ~. Donc, Horn ~(L,,; C K ® X" )  = Cff Irl''. La 
topologie de C K induit ainsi une topologie sur Homa(Lm; C K ® X")  qui, 
puisque C rest  une somme directe finie de HomA(Lm; C K ® X"),  d6finit 
une topologie sur C r. 
Nous pouvons maintenant montrer que le foncteur Hom~(e;C ×) est 
exact sur C °. Pour cela utilisons la d6composition C ×= R/7 /  × ~. I1 suffit 
de montrer que les foncteurs Hom~(o; ~/7 / )  et Homc(e; R) sont exacts sur 
C °" 
• Pour ~/2v: Si G est un groupe topologique on note (~ = 
Home(G , ~/7 / )  son dual de Pontryagin. Un morphisme de groupes 
ab61iens topologiques localement compacts est dit strict s'il est 
continu et ouvert. D'aprSs [8, chap. II, §1.7], la dualit6 de Pontrya- 
gin est un foncteur exact sur les complexes ofa les morphismes sont 
stricts. Pour le prouver, il suffit de prouver qu'elle conserve les 
suites exactes courtes 
O~H--%G~D~O 
oh H, G, et D sont des groupes abOliens topologiques localement 
compacts, u et v des morphismes stricts. La suite 
o fi&d&g 
est exacte, et les morphismes 3 et t2 sont stricts par le corollaire 4 
de [8]. L'injection u 6tablit un isomorphisme strict u 0, de H sur 
u(H)  qui est un sous groupe ferm6 de G. Alors u 0 est un isomor- 
phisme strict de u(H--'--~ sur/-I. Soit ~, l'injection canonique de u(H)  
dans G; d'apr~s le th6or~me 4 de [8], ~ est une surjection stricte de 
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t~ sur u(H--'-~. Donc ~ --u'~ol est une surjection stricte, et la suite 
est exacte. 
La d6rivation de HomA(Lm, C r ® X n) dans HomA(Lm_I,C r ® 
X n) et le morphisme de HOmA(Lm, C K ® X ~) dans Homa(L. , ,  C K 
®X ~+~) commutent avec le A-isomorphisme L~ =AAIrlm, doric 
avec l'isomorphisme HomA(L.,, C K ® X ~) = C~ Irlm. Ce sont donc 
des morphismes tricts, la d6rivation C r ~ C r+~ est donc aussi un 
morphisme strict et Home(e, R/7/ )  est exact sur le complexe C' .  
• Pour ~: Sachant que Ct< --- C A × ~' ob C ° est compact et ~ -- • ou 
Z, on peut 6crire: 
HomA( L. ,  CK ® X °) = HomA( L. ,  C ~ ® X °) ~ Homa(L° ,~ '  ® X ' ) .  
L ' i somorph isme HOmA(Lm, C x ® X ~) = Cff Irlm donne 
p 1 NIFIm 
H°mA(Lm, C1 ® Xn) = "Jr , donc HOmA(L m, C~. ® X ~) est com- 
pact. Or, tout homomorphisme continu d'un groupe compact 
valeurs dans I~ est trivial, donc 
Homc(HOmA(tm, El ® gn); ~) = 0 
et 
Homc(Homz(Lo,C K ® X°) ;  R) = Hom~(Homa(L . ,  e ® X ' ) ;R ) .  
Si ~ = 71, ~ ® X" = X ", HomA(Ln, X ") est un groupe discret et 
Homc(Homz(L°,e ®X°) ;R)  = Hom(HomA(L. ,X°) ;~) .  
Si ~ = R, on utilise le A-isomorphisme Lm =A Alrl~ pour 6crire: 
Hom~(HOmA(Lm,~' ® X~);  R) 
= Hom~(~' ® X";  R) Irl~ = Hom (X" ;  R) IrM" 
=Hom (HOmA( Lm, Xn);R) 
Ces isomorphismes commutent avec la d6rivation de L m dans L,,_ 
et le morphisme de C r ®X ~ dans C K ®X ~+l, on en d6duit 
l'isomorphisme de doubles complexes: 
Homc(Homz(L . ,  ~ ® X°) ;R)  = Hom(HomA(L° ,X° ) ;R)  
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Finalement, 
Homc(HOmA(L. ,C K ® X' ) ;~)  = Hom(HomA(L° ,X ' ) ;~) .  
On supprime ainsi les probl~mes de continuit6; ~ est divisible, donc 
injectif, et Home(e, •) est exact sur le complexe C °. 
Ainsi, Homfle, C ×) est exact sur C',  et Home(Hi(F, C K ® X°); C x) est 
le i e groupe d'homologie du complexe: 
Homc(Cr;C ×) = ~ Homc(HOmA(L, , ;CK®X") ;C ×)
re+n=, 
c'est fi dire le i e groupe d'hyperhomologie du complexe: 
S',n = HOmc(HOmA(L m; C K ® Xn);C ×). 
On utilise encore le A-isomorphisme L m =.a Afrl" pour obtenir des 
isomorphismes 
Homc(Homa( Lm,CK ® X") ; C ×) _- Homc(C K ® X~,C×) 'rl" 
---Homc(C K ® X~, C ×) ®A Lm 
qui commutent avec la d~rivation de L m dans L,~_ let  avec ie morphisme 
de C K ® X ~ dans C K ® X "+l. On a donc un isomorphisme de oubles 
complexes: 
Homc(CK ® X°; C×) ®a L .  = HOmc(HOmA(Lo;C K ® X°) ;C  x) 
qui induit un isomorphisme des groupes d'hypercohomologie: 
PROPOSITION 1.3.1. (b) 
Hi(F, Hom~(C K ® X °;C×)) -- Hom~(ni(F, CK ® X°);CX).  
Remarque. La m~me m6thode permettrait de d6montrer encore deux 
r6sultats analogues: 
LEMME 3.1. (a) Vi ~ Z, Hi(F,  Hom~(C K ® X° ;  C×)) --- 
Home(Hi(F, C K ® X') ;  C x) 
(b) Vi ~ 7/, ~- i - l ( F ,  Hom~(CK ® X ' ;  C×)) = HomflHi(F, CK ® 
x-);c×). 
4. APPLICATIONS 
Les isornorphismes 1.3.1 et 1.3.2 contiennent plusieurs r~sultats d6jfi 
connus. 
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Si T ° est concentr6 en degr6 0 et si i < 0, la proposition 1.3.2 donne: 
/4;-2(r, nomc(CK; 7~)) =,/4'(r, 7~). 
C'est l'isomorphisme h la Tate-Nakayama [3, 5.3], pour les degr6s n6gatifs. 
Si T ° est concentr6 en degr6 0 et si i = 1, la proposition 1.3.2 donne: 
nomc(  H°(  r ,  cK *X) ;C  ×) =, H/(W,T) .  
C'est l'isomorphisme de Langlands [3, 6.1]. 
Si on choisit T ° concentr6 en degr6s 0 et 1 dans 1.3.2, on trouve, pour 
i=1:  
Homc(n° ( r ,  cK ® x ° - ,  cK ® x ' ) ;C  ×) :~ h i (w ,  7 ~, --, 7~o) 
e tpour  i=0:  
Home(HI (F ,  Cr  ® X °--, Cr  ® X ' ) ;C  ×) _z, nO(w, f ,  __, 7~o). 
Ici, le complexe T1 ~ ]?0 est en degr6s -1  et 0. Pour retrouver la 
convention de Kottwitz et Shelstad, il faut le d6caler. Consid6rons/.) = 7~1 
en degr6 0 et 7 ~ = ]0o en degr6 1. Alors 
n;(w, f,--, To)= n~(w,8 --, f )= n2(w,O---, "~) 
et 
n°(w, ¢0)= f)= - ,  ¢) 
On retrouve ainsi les isomorphismes 1.2.1 et 1.2.2 de Kottwitz et Shelstad. 
4.1. Une premiOre variante 
On peut remplacer K°° par/ (°o:  
. . . .  Co(r,#~) ~ c°(r ,¢, )  ~ c ' ( r ,#D ~ c~(r, fo) . . . .  
. . . .  Co(r,f._,) a co(r , f . _ , )  -... c ' ( r ,  fo_,) ---, c~(r, fo_,) . . . .  
Et R°° par/~o°: 
. . . .  Ct(F,B,, ) ~ Co(F,B,, ) ~ C°(F,B,,)  ~ Ct(F,B, , )  . . . .  
. . . .  CI(F,B,,_I) ~ Co(F,B,,,_I) ~ c° ( r ,  Bn_l) ~ CI(F,  Bn_I) . . . .  
On construit un morphisme /.)..: /~., ~ / ( .o ,  en gardant les formules de 
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Uo. auxquelles on ajoute le cup-produit: 
cm(r,  eo) -~ cm+Z(r ,  fo) 
~0 ~-~ [ (g l  . . . . .  gm+2) ~-'~ (q~(gl . . . . .  gm);U(gm+l, gm+2))] 
Comme pr6c6demment, U.° induit un isomorphisme ~la Tate-Nakayama: 
@(r, Hom~(cK,f.))-z,@+2(r,f.). 
En combinant cet isomorphisme avec le lemme 3.1(b) on en d~duit que, 
pour tout i ~ 7/: 
Hom~(~- ' - ' ( r , c  K ® X ' ) ;C  ×) ~ ~,+2(r ,  f . ) .  
C'est une version en hypercohomologie de la dualit6 de Tate-Nakayama. 
4.2. Une autre variante 
En s'inspirant du complexe introduit par Kottwitz et Shelstad, on peut 
K°O.  remplacer K . .  par ' 
1 1 1 1 
c°(r, f.) ~ c°(r, f.) ~ c}~s(w, to) -~ z-'(r, f.) 
1 1 1 1 
c0(r, f._,) ~ c°(r,~._~) ~ C~s(W.fo_j) -~ z2(r, f._,) 
1 1 1 1 
ce qui a un sens puisque la proposition 1.1.2 montre que Z2(F, Tn)= 
OC]~s(W, 7"~) par d6finition de C~s(W, ~'~) On remplace alors R . .  par 
t . 
Roo ,  
• . . 
l 1 l 
0 CI( F, B.) Co(F, Bn) ~ 0 
C,(F, B._,) ~ Co(F, B._,) o_5 0 
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NB: Le z6ro h droite ne signifie pas que la d6rivation C1(F, B,) 
Co(F, B,) est surjective, les lignes n'6tant pas a priori exactes. Cette 
notation permet de d6finir le morphisme de R ' . .  dans K ' . .  
t I t On construit un morphisme U . .  de Ro .  dans K . . ,  en gardant les 
formules de U°° auxquelles on ajoute le morphisme trivial {0} 
L-l). 
Les doubles complexes K°°  et K~o donnent les mSmes groupes Elp, q, 
grace en particulier h la proposition 1.1.2. 
... Co(r,L) c°(r ,L)  
. . . .  Co(r,L) c°(r ,L)  C),s(W,L) 
0 
1 
I1 en va de mSme, bien stir, pour R . .  et R ' . .  C'est pourquoi l ' isomor- 
phisme hypercohomologique obtenu par cette variante est presque 6quiva- 
lent ?~ celui du th6or~me 1.3.2. Pour un complexe de tores de longueur 2 
concentr6 en degr6s 0 et 1, il contient, tout comme 1.3.2, les isomor- 
phismes de Kottwitz et Shelstad 1.2.1 et 1.2.2. Pour un complexe de 
longueur 1, il contient non seulement la dualit6 de Tate -Nakayama en 
degr6s n6gatifs et l ' isomorphisme 1.1.1 de Langlands, comme 1.3.2, mais 
aussi la proposition 1.1.2. 
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